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1 ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâîäíîìåðíîé ãðóïïû ãîìîëîãèé (ñ êîýôôèöèýíòàìè èç Z2) êîìïàêòíîéòðèàíãóëèðîâàííîé â îáùåì ñëó÷àå ðàçâåòâë¼ííîé, íî îäíîðîäíîé èñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè.Ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå èçâåñòíîãî èðåàëèçîâàííîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ îäíîìåðíîéãðóïïû ãîìîëîãèé äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.2 Îïèñàíèå àëãîðèòìàÍà âõîä àëãîðèòì ïîëó÷àåò P � îäíîðîäíóþ è ñâÿçíóþ ïîâåðõíîñòü,çàäàííóþ ñïèñêîì òðåóãîëüíèêîâ {σ2
i }, ñïèñêîì ð¼áåð {σ1

j} è íàáîðîìñîîòíîøåíèé èíöèäåíòíîñòè:1. äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà σ2 ñïèñîê âñåõ ð¼áåð σ1, âõîäÿùèõ â ∂σ2;2. äëÿ êàæäîãî ðåáðà σ1 ñïèñîê ∂−1(σ1, P ) âñåõ òðåóãîëüíèêîâ σ2,òàêèõ, ÷òî σ1 ∈ ∂σ2.Íà âûõîäå àëãîðèòì âûäà¼ò íàáîð öèêëîâ z1, ..., zt ïîëèýäðà P ,ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ H1(P, Z2).Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:1. Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî ðàçëîæåíèÿ è ãðàôàÍà ýòîì øàãå ñòðîèòñÿ ðàçëîæåíèå P = P1 ∪ · · · ∪Pm, ñîñòîÿùåå èçïîäïîëèýäðîâ P1, . . . , Pm ïîëèýäðà P , ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãîîáðàçèÿìèè îãðàíè÷åííûõ ð¼áðàìè âåòâëåíèÿ ïîëèýäðà P .Îáîçíà÷èì Di = ∂Pi (çäåñü ∂ : C2(P ) → C1(P ) � ãðàíè÷íûéîïåðàòîð).Òàêæå ñòðîèòñÿ îäíîìåðíûé ïîäïîëèýäð (ãðàô) Q ⊂ P òàêîé, ÷òîãðóïïû ãîìîëîãèé P è Q ñâÿçàíû ñëåäóþùåé êîðîòêîé òî÷íîéïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ:
0 → 〈D1, . . . , Dq〉

ıD−→ H1(Q)
ı∗−→ H1(P ) → 0 (1)1



ãäå ıD : 〈D1, . . . , Dl〉 → H1(Q) � âêëþ÷åíèå, à ı∗ : H1(Q) → H1(P ) �èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì.Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî ðàçëîæåíèÿ {Pi} è ãðàôà Qîïèñàíà â ïàðàãðàôå 3.2. Íàõîæäåíèå áàçèñíûõ öèêëîâÍàéäåì ôóíäàìåíòàëüíûå öèêëû z1, . . . , zn ãðàôà Q èèñêëþ÷èòåëüíûå ðåáðà aj ∈ zj , j = 1, . . . , n, ò.å. òàêèå ð¼áðà,÷òî aj /∈ zk ïðè k 6= j. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâíåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà è íàáîðà èñêëþ÷èòåëüíûõ ð¼áåð {aj}èçâåñòåí è îïèñàí â [1].Äàëåå ñîñòàâèì ìàòðèöó B ðàçëîæåíèÿ öèêëîâ D1, . . . , Dqïî áàçèñíûì öèêëàì z1, . . . , zn, i-ÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîäåðæèòðàçëîæåíèå öèêëà Di:
bij = 1, åñëè aj ∈ Di

bij = 0, åñëè aj /∈ Di, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ n.Ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâîê è ñëîæåíèÿ ñòðîê ïðèâåäåì ìàòðèöó B êñòóïåí÷àòîìó âèäó:
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ãäå çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ Z2.Ñîñòàâèì ñïèñîê S = {j1, . . . , js}, s ≤ n íîìåðîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû
B̄, ñîäåðæàùèõ óãëîâûå åäèíèöû.Óäàëèì èç íàáîðà {z1, . . . , zn} ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè èç ñïèñêà S.Ïîëó÷åííûé íàáîð ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ãðóïïû H1(P ). Îáîñíîâàíèåïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 4. 2



3 Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî ðàçëîæåíèÿ èãðàôàÂ ýòîì ïàðàãðàôå îïèñàíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãîðàçëîæåíèÿ {Pi} ïîëèýäðà P , à òàêæå ïîäïîëèýäðà Q ⊂ P , ãäå dim Q =
dim P − 1. Õîòÿ äëÿ äàííîé ðàáîòû òðåáóåòñÿ òîëüêî ÷àñòíûé ñëó÷àéýòîé ïðîöåäóðû ïðè dim P = 2 (P � ïîâåðõíîñòü, Q � ãðàô), ïðîöåäóðàïðèâåäåíà äëÿ ïîëèýäðà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.Ïóñòü P � ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè m, K(P ) � åãî ñèìïëèöèàëüíûéêîìïëåêñ è äëÿ êàæäîãî n = 0, 1, . . . , m ñèìâîë Kn(P ) îáîçíà÷àåòìíîæåñòâî n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ èç K(P ).Ñèìïëåêñû σn è σn−1 èç K(P ) ñ÷èòàþòñÿ èíöèäåíòíûìè, åñëè σn−1 ∈
∂σn. Íàáîð âñåõ n-ñèìïëåêñîâ ïîëèýäðà P , èíöèäåíòíûõ ñèìïëåêñó σn−1,ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì ∂−1(σn−1, P ), à èõ êîëè÷åñòâî � ñèìâîëîì [σn−1 :
Kn(P )]. Èòàê, âñþäó äàëåå

∂−1(σn−1, P ) = {σn ∈ Kn(P )|σn−1 ∈ ∂σn},

[σn−1 : Kn(P )] = card ∂−1(σn−1, P ).Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.Âõîä:1) ñïèñêè Km(P ) è Km−1(P ) ñèìïëåêñîâ ïîëèýäðà P ;2) äëÿ êàæäîãî σm−1 ∈ Km−1(P ) ñïèñîê ∂−1(σm−1, P ) è êîëè÷åñòâî
[σm−1 : Km(P )] èíöèäåíòíûõ åìó m-ñèìïëåêñîâ òîãî æå ïîëèýäðà.Âûõîä:1) ñïèñêè Km(Pi), Km−1(∂Pi) è Km−1(Q) ñèìïëåêñîâ ïîäïîëèýäðîâ
Pi, ∂Pi, è Q ïîëèýäðà P , i = 1, . . . , l;2) öåïè Di ∈ Cm−1(P ), i = 1, . . . , l.Îïèñàíèå ïðîöåäóðû.Øàã 1. Ïîëîæèì Km−1(Q) := ∅ è i := 1.Øàã 2. Ïîñòðîèì ïóñòûå ñïèñêè Km(Pi) := ∅ è Km−1(∂Pi) := ∅, àòàêæå ïóñòóþ (òî åñòü ðàâíóþ íóëþ) öåïü Di := ∅.Øàã 3. Äëÿ õðàíåíèÿ (m− 1)-ñèìïëåêñîâ, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâåïàðàìåòðà ïðè ïîèñêå â øèðèíó, çàâåäåì ïóñòóþ î÷åðåäü R := ∅.Øàã 4. Ïîñòðîåíèå îäíîé êëåòêè Pi, åå ãðàíèöû ∂Pi, öåïè Diè âõîäÿùåé â Pi ÷àñòè ïîäïîëèýäðà Q.3



Øàã 4.1. Èíèöèàëèçàöèÿ. Âûáåðåì ñèìïëåêñ σm
0 ∈ Km(P ),äîáàâèì åãî â ñïèñîê Km(Pi) è óäàëèì èç Km(P ).Çàòåì äëÿ êàæäîé ãðàíè σm−1

0∗ ∈ ∂σm
0 âûïîëíèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:äîáàâèì σm−1

0∗ â êîíåö î÷åðåäè R è óäàëèì ñèìïëåêñ σm
0 èç ∂−1(σm−1

0∗ , P ).Øàã 4.2. Îäíà èòåðàöèÿ ïîèñêà â øèðèíó. Âûáåðåì è óäàëèìïåðâûé ñèìïëåêñ σm−1 èç î÷åðåäè R, à òàêæå èç ñïèñêà Km−1(P ).Ïðîâåðèì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû [σm−1 : Km(P )] è ñîñòîÿíèåíà äàííûé ìîìåíò ïåðåìåííîãî ñïèñêà ∂−1(σm−1, P ).4.2.1. Åñëè [σm−1 : Km(P )] = 2 è ñïèñîê ∂−1(σm−1, P ) íå ïóñò, òîîí ñîäåðæèò â ýòîò ìîìåíò åäèíñòâåííûé ñèìïëåêñ σm. Äîáàâèì σm âñïèñîê Km(Pi) è óäàëèì åãî èç Km(P ).Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîé ãðàíè σm−1
∗

∈ ∂σm \ {σm−1} âûïîëíèì åùåäâà äåéñòâèÿ: äîáàâèì σm−1
∗

â êîíåö î÷åðåäè R è óäàëèì ñèìïëåêñ σm èç
∂−1(σm−1

∗
, P ).Íàêîíåö, ïåðåéäåì ê øàãó 4.3.4.2.2. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âêëþ÷èì ñèìïëåêñ σm−1 â ñïèñêè

Km−1(∂Pi) è Km−1(Q), à òàêæå ïðèñâîèì ïåðåìåííîé Di çíà÷åíèå Di +
σm−1.Øàã 4.3. Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Ïðîâåðèì î÷åðåäü R.Åñëè îíà îêàæåòñÿ íå ïóñòîé, òî âåðíåìñÿ ê øàãó 4.2.Øàã 5. Ïåðåõîä ê ïîñòðîåíèþ ñëåäóþùåé m-ìåðíîé êëåòêè.Åñëè ñïèñîê Km(P ) íå ïóñò, òî ïîëîæèì i := i + 1 è ïåðåéäåì ê øàãó 2.Øàã 6. Çàâåðøåíèå ïîñòðîåíèÿ ïîäïîëèýäðà Q. Ïðèñâîèìïåðåìåííîé Km−1(Q) çíà÷åíèå Km−1(Q)∪Km−1(P ) è ïîëîæèì Kn(Q) :=
Kn(P ) äëÿ âñåõ n < m − 1.4 Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìàÒî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) äîêàçàíà â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû"Àëãîðèòìû ðåäóêöèè"â [2]. Èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò, ÷òî
ker ı∗ = 〈D1, . . . , Dq〉, ò.å.

H1(P ) ∼= H1(Q)/〈D1, . . . , Dq〉, (2)ïðè÷¼ì èçîìîðôèçì f : H1(Q)/〈D1, . . . , Dq〉 → H1(P ) îïðåäåëÿåòñÿôîðìóëîé
f(z + 〈D1, . . . , Dq〉) = [z]H1(P ) (3)4



äëÿ z ∈ H1(Q).Ïîñêîëüêó ñòðîêè ìàòðèöû B ñîîòâåòñòâóþò öèêëàì D1, . . . , Dq,îïåðàöèè ïåðåñòàíîâêè è ñëîæåíèÿ ýòèõ ñòðîê ìîæíî îòîæäåñòâèòüñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàáîðà öèêëîâ D1, . . . , Dq, íå ìåíÿþùèìèèõ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó. Ïîýòîìó ñòðîêè ìàòðèöû B̄ ÿâëÿþòñÿðàçëîæåíèÿìè íåêîòîðûõ öèêëîâ D̄1, ..., D̄s ∈ H1(Q) ïî öèêëàì
z1, . . . , zn, ïðè÷¼ì 〈D̄1, . . . , D̄s〉 = 〈D1, . . . , Dq〉.Ïóñòü {k1, . . . , kn−s} = {1, . . . , n} \ {j1, . . . , js}. Ïîêàæåì, ÷òî íàáîð
[zk1

]H1(P ), . . . , [zkn−s
]H1(P ) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì H1(P ). Â ñèëó (3) äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íàáîð {zk1

+ 〈D̄1, . . . , D̄s〉, . . . , zkn−s
+

〈D̄1, . . . , D̄s〉} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì H1(Q)/〈D̄1, . . . , D̄s〉. Ïðîâåðèì êðèòåðèéáàçèñà. Ïðåäïîëîæèì, íàøëèñü x1, . . . , xn−s, y1, . . . , ys ∈ Z2 (íå âñåðàâíûå íóëþ) òàêèå, ÷òî x1zk1
+ · · · + xn−szkn−s

= y1D̄1 + · · · +
ysD̄s. Âûðàæàÿ D̄1, . . . , D̄s ÷åðåç {zj} â ñîîòâåòñòâèè ñ B̄, ïîëó÷àåìïðîòèâîðå÷èå ñ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ {zj}. Òåïåðü ðàññìîòðèìïðîèçâîëüíûé z + 〈D̄1, . . . , D̄s〉 ∈ H1(Q)/〈D̄1, . . . , D̄s〉. Ó÷èòûâàÿ âèäìàòðèöû B̄, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëÿ z ∈ H1(Q) òàê,÷òîáû çàíóëèòü â åãî ðàçëîæåíèè êîýôôèöèåíòû ïðè zj1, . . . , zjs

. Íîýòî è îçíà÷àåò, ÷òî z + 〈D̄1, . . . , D̄s〉 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êëàññû ýëåìåíòîâ
zk1

, . . . , zkn−s
.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû öèêëîâ

zk1
, . . . , zkn−s

îáðàçóþò áàçèñ H1(P, Z2).5 ÐåàëèçàöèÿÎïèñàííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå C++ è äîáàâëåí ââû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ "Topology Student Labworks", ïîçâîëÿþùèéâèçóàëèçèðîâàòü øàãè è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Àëãîðèòì ïðîâåðåí íàíåêîòîðûõ ðàçâåòâë¼ííûõ ïîâåðõíîñòÿõ.
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